
 

第十一章 

民主原则和权威主义 

 

 

多主体认知逻辑的研究分为成员主体和系统主体两个方面。其中系统主体又有简单群

体主体和集体主体（参见序言 2）。简单群体主体的认知与知识的性质、特点以及推理规律

的研究可以分为两个方面：以双主体为代表的多个单主体系统的研究，类似可以推广到任

意多的主体组成的认知系统；多主体动态认知逻辑关于群体知识等方面的研究。这些在前

面的各章中已有所讨论。本章和下一章是关于集体主体认知和知识的性质等方面的研究，

建立相应的集体认知和知识的逻辑。 

民主原则和权威主义是影响和决定集体认知和知识形成的两种重要因素。集体主体是

最为复杂的多主体系统，有不同的研究方法。本章在关于简单群体主体认知和知识的逻辑

和语义的基础上，引入表达民主原则和权威主义的认知模态，建立相应的语义学和逻辑系

统，以刻画实行民主原则和具有权威的集体主体的认知和知识。这里的简单群体指的是多

个单主体的简单聚合形成的系统，以下称为简单多主体（系统）。集体主体有多种类型。本

章所说的集体是在简单多主体系统中增加民主原则和权威得到的多主体系统。 

本章共五节：§11.1 建立相应的形式语言，给出关于集体主体的民主原则和权威主义

的形式表达。§11.2 建立简单多主体认知逻辑的语义解释，由单主体认知逻辑的语义解释

复合而成。§11.3 建立基本简单多主体认知逻辑系统，它由单主体认知逻辑系统复合而成，

通过归约的方法证明其可靠性和完全性。§11.4 在简单多主体认知逻辑中定义用以表达集

体主体民主原则的认知模态，建立关于实行广义民主原则的集体主体的认知逻辑。§11.5
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在简单多主体认知逻辑中引入表达权威的认知模态，建立关于带权威的集体主体的认知逻

辑，讨论了个人权威和团体权威两类权威。 

§11.1  关于集体知识的基本思想 

 

集体知识与普通的群体知识不同，一个集体所具有的知识并不一定要求构成集体的每

个成员都有这个知识。一个认知主体的认知对象有三类：纯客观命题，自己的主观命题或

仅包括自己主观命题的客观命题，他人的主观命题或包括他人主观命题的客观命题。前两

类认知对象称为简单认知对象。 

设a1,…, an是我们所讨论的全部n个主体，多主体认知逻辑基本语句是“主体ai认知命题 

α”，对于简单多主体认知逻辑来说，α 中不含除ai以外的主体的主观命题。 

和单主体认知逻辑类似，多主体认知逻辑也将基本语句“主体ai认知命题 α”表示为

Baiα。从形式上说，下标ai的作用在于区别不同认知主体的认知算子，所以可以将其简记为

Biα。 

在我们考虑的认知逻辑中，对于每个认知个体ai来说，不包括他人主观命题的所有命题

恰好构成一个相对于他的单主体认知逻辑，这逻辑中的命题称为i-命题。而简单多主体认知

逻辑的命题就是由所有的i-命题用联结词联结而成的。 

 

下面给出一个关于有 n 个认知主体的简单多主体认知逻辑的形式语言，该语言记作 L。 

一、初始符号 

(1) 命题变项  r1,…, rn……； 

(2) 联结词  ¬, →； 

(3) 认知算子  B1,…, Bn； 

(4) 括号  )，( 。 

二、形成规则 

(1) i-公式，1≤i≤n 

1.1 命题变项是 i-公式； 

1.2 如果 α 是 i-公式，则¬α 是 i-公式； 
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1.3 如果 α, β 是 i-公式，则(α→β)是 i-公式； 

1.4 如果 α 是i-公式，则Biα 是i-公式。 

(2) 公式 

1.1 任给 1≤i≤n，i-公式是公式； 

1.2 如果 α 是公式，则¬α 是公式； 

1.3 如果 α, β 是公式，则 (α→β) 是公式。 

 

i-公式中形如Biα 的公式称为i-主观公式，其它公式称为i-客观公式。 

不含任何Bi的公式称为纯客观公式，它是任何i-客观公式，而且恰好是i-客观公式的公

共部分，也是i-公式的公共部分。 

在公式Biα 中，α 一定是i-公式。所以，如果i ≠ j，Biα 和Bjα 都是公式，则 α 一定

是纯客观公式。 

纯客观公式恰好是古典命题逻辑的公式，所以在客观公式上可以使用重言式、矛盾式

等概念。 

 

任给 1≤i≤n，在L中取一个认知算子Bi就构成L的一个子语言Li，Li是以Bi为认知算子的

单主体认知逻辑的语言，单主体认知逻辑语言Li的公式恰好是全体i-公式。 

 

11.1.1 定义  代入  α, ϕ1,…, ϕn是公式，p1,…, pn 是命题变项。α(ϕ1/p1,…, ϕn/pn)(在 α

中将 βi代入pi)归纳定义如下： 

βi 如果 α = pi
(1) α 是命题变项，α(ϕ1/p1,…, ϕn/pn) = 

α 如果 α ≠ pi ；

(2) α = ¬β，则 α(ϕ1/p1,…, ϕn/pn) = ¬(β(ϕ1/p1,…, ϕn/pn))； 

(3) α = β→γ，则 α(ϕ1/p1,…, ϕn/pn) = β(ϕ1/p1,…, ϕn/pn)→γ(ϕ1/p1,…, ϕn/pn)； 

(4) α = Biβ，ϕm1…, ϕmk是ϕ1,…, ϕn中的全部i-公式，则 α(ϕ1/p1,…, ϕn/pn) = Bi(β(ϕm1/pm1,…, 

ϕmk/p mk))。 

(4)的限制就是为了保证 β(ϕm1/pm1,…, ϕmk/p mk) 是i-公式。 

任何公式都可以看成纯客观公式的代入。而且代入的公式还可以都是主观公式。 
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11.1.2 定义  置换  α, ϕ, ψ 是公式。ψ 的类别小于等于ϕ 的类别。α[ψ/ϕ](在α中将 ψ

置换 ϕ) 归纳定义如下： 

(1) ϕ 不是 α 的子公式，则 α[ψ/ϕ] = α； 

(2) ϕ 是 α 的子公式，则 

2.1 α = ϕ，则 α[ψ/ϕ] = ψ 

2.2 α = ¬β，则 α[ψ/ϕ] = ¬(β[ψ/ϕ])； 

2.3 α = β→γ，则 α[ψ/ϕ] = β[ψ/ϕ]→γ[ψ/ϕ]； 

2.4 α = Bβ，则 α[ψ/ϕ] = B(β[ψ/ϕ])。 

 

限制 ψ 的类别小于等于 ϕ 的类别，是为了保证置换后还是公式，要证明它还是不容

易的。当 ψ 和 ϕ 的同类别时证明置换后还是公式就非常简单了。实际上，我们使用的主

要都是同类别的置换。 

简单多主体认知逻辑的语义本质上没有增加新的内容，它是单主体认知逻辑的语义的

复合。i-公式的满足归结到相应的单主体认知逻辑语义的满足。而混合公式的满足通过 i-公

式的满足应用古典逻辑的规则而得到。 

首先建立仅仅作为n个单主体认知复合的逻辑简单多主体认知逻辑，称为基本的简单多

主体认知逻辑，通过归约的方法讨论它们的可靠性和完全性。并在其中定义一种群体的认

知模态。这种认知模态是“至少有k个人认知”，用B(k)表示。B(k)的意义就是“至少有k个人

认定”。 

 

我们讨论两类重要的关系。 

第一类是广义民主原则。它是说个人服从 k 个人的意见，当 k/n>1/2 时，就是民主原则：

个人服从多数人的意见。 

一般的广义民主原则是说：“至少有 k 个人认定”的也是个人所认定的。形式表示为： 

B(k)α→Biα 

一般的广义民主原则也称为服从原则，还有一种弱服从原则，也称为不反对原则：个

人不反对“至少有 k 个人认定”的命题。形式表示为： 
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B(k)α→¬Bi¬α 

广义民主原则只是说“至少有 k 个人认定”的也是个人认定的，而对于没有“至少有 k

个人认定”的命题，个人是否认定是没有限制的。 

第二类是权威主义。权威有两种：个人权威和团体权威。 

先考虑个人权威。对应于权威的认知模态用 A 表示。个人对于权威有两种态度。一种

是个人服从权威，权威认定的其他个人也认定。形式表示为： 

Aα→Biα 

另一种个人弱服从权威，也称为个人不反对权威，权威认定的其他个人不反对。形式

表示为： 

Aα→¬Bi¬α 

再考虑团体权威。构成权威的团体的认知分别用A1, …, Am表示。在团体内部是用民主

原则确定团体权威的，用A(k)α表示。个人对于团体权威态度也是两种，个人服从权威，个

人不反对权威。这两种态度的形式表示是： 

A(k)α→Biα 

A(k)α→¬Bi¬α 

由于权威性质的不同，个人对于权威的两种态度，在性质上就有所不同。 

表达个体权威形式语言可以在L的基础上通过增加模态算子A得到，表达团体权威的形

式语言可以在L的基础上通过增加模态算子A1, …, Am得到。 

 

§11.2  简单多主体认知逻辑的语义 

 

简单多主体认知逻辑的语义是单主体认知逻辑的语义的复合。 

设L是有n个主体的简单多主体认知逻辑的语言，L1,…, Ln是相应的n个单主体认知逻辑

的语言。 

11.2.1 定义  框架  K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 称为框架，如果W是非空集合，

U1,…, Un都是W的子集，R1,…, Rn都是W上的二元关系，o∉W。 

o是现实世界，Ri是主体i的认知通达关系，Ui是主体i所认识的世界。W是每个认知主体
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的认知可能世界集。 

人们可能会有疑问，为何只有一个公共的认知可能世界集。实际上，主体i的认知可能

世界集是Ui的Ri-闭包Ui*，但对于Ui*的任何扩充来说，基本的语义结果—公式的可满足性—

都是一样的，所以我们可以将Ui的Ri-闭包Ui*的任何扩充都看成主体i的认知可能世界集。这

样，通过扩充，任意多个认知主体都可以有相同的认知可能世界集。 

 

11.2.2 定义  赋值和模型  K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是框架。V是全体公式的集

合Form到W∪{o}的幂集P(W∪{o})的映射。如果V满足以下条件，则称V是K上赋值： 

(1) u∈V(¬α) 当且仅当 u∉V(α)； 

(2) u∈V(α→β) 当且仅当 u∉V(α)或 u∈V(β)； 

(3) 对于 u∈W 有 

u∈V(Biα) 当且仅当 任给v∈W，如果uRiv，则v∈V(α)； 

对于 o 有 

u∈V(Biα) 当且仅当 任给v∈Ui，都有v∈V(α)。 

V(α) 称为 α 在 V 下的值。M = <K, V>称为模型。 

 

和单主体认知逻辑类似，由赋值的定义可知： 

(1) u∉V(¬α) 当且仅当 u∈V(α)； 

(2) u∉V(α→β) 当且仅当 u∈V(α)且 u∉V(β)； 

(3) 对于 u∈W 有 

u∉V(Biα) 当且仅当 存在v∈W，使得uRv且v∉V(α)； 

对于 o 有 

o∉V(Biα) 当且仅当 存在v∈Ui，都有v∉V(α)。 

(4) u∈V(α∧β) 当且仅当 u∈V(α)且 u∈V(α)， 

 u∉V(α∧β) 当且仅当 u∉V(α)或 u∉V(α)。 

(5) u∈V(α∨β) 当且仅当 u∈V(α)或 u∈V(β)， 

 u∉V(α∨β) 当且仅当 u∉V(α)且 u∉V(α)。 

(6) u∈V(α↔β) 当且仅当  u∈V(α)且 u∈V(β))或(u∉V(α)且 u∈∉V(β)， 
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 u∉V(α↔β) 当且仅当 (u∈V(α)且 u∉V(β))或(u∉V(α)且 u∈V(β))。 

 

也和单主体认知逻辑类似，赋值 V 由赋值在全体命题上的值所确定，所以构造一个赋

值只需对每个命题变项p，构造V(p)就行了。另一方面，任给全体命题变项的集合P到W∪{o}

的幂集 P(W∪{o})的映射，都可以扩充为 K 上赋值 V。 

 

11.2.3 定义  满足  K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是框架。 

(1) V 是 K 上赋值，M = <K, V>是模型。M |= α 当且仅当 o∈V(α)。 

(2) K |= α 当且仅当 任给 K 上赋值，都有<K, V> |= α。 

所以 K |=/  α 当且仅当 存在 K 上赋值 V，使得<K, V> |= α，也就是存在 K 上赋值 V，

使得 o∉V(α)。 

 

K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是框架，任给 1≤i≤n，可以构造单主体认知逻辑的框

架Ki = <o, W, Ui, Ri>，它是单主体认知逻辑语言Li的框架，称为K的相应的Li-框架。 

M = <K, V> 是模型，则V是K上赋值，但V也是Ki上赋值，为了区别起见，将其记为Vi，

所以Mi = <Ki, Vi> 是语言Li的模型，称为模型M的相应的Li-模型。 

 

11.2.4 定理  K 是框架。 

(1) 任给K上赋值V，任给 1≤i≤n，任给i-公式 α，都有Vi(α) = V(α)。 

(2) 任给 K 上赋值 V，任给 1≤i≤n，任给 i-公式 α，都有 

<Ki, Vi> |= α 当且仅当 <K, V> |= α。 

(3) 任给 1≤i≤n，任给i-公式 α，都有Ki |= α 当且仅当 K |= α。■ 

 

11.2.5 定理  K 是框架。 

(1) 任给K上赋值V，任给 1≤i, j≤n，任给纯客观公式α，都有Vi(α) = Vj(α)。 

(2) 任给 K 上赋值 V，任给 1≤i, j≤n，任给纯客观公式α，都有 

<Ki, Vi> |= α 当且仅当 <Kj, Vj> |= α。 

(3) 任给 1≤i, j≤n，任给纯客观公式α，都有Ki |= α 当且仅当 Kj |= α。■ 
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模态逻辑的可能世界语义学中的一些重要结果在多主体认知逻辑的语义学中还是成立

的。 

11.2.6 定理  K 是框架。 

(1) 如果 α 是重言式的代入，则 K |= α。 

(2) K |= Bi(α→β)→(Biα→Biβ)。 

(3) 如果 K |= α且 K |= α→β，则 K |= β。 

证  (1) (3) 显然。 

(2) Bi(α→β)→(Biα→Biβ)是i-公式，所以 

Ki |= Bi(α→β)→(Biα→Biβ)， 

由定理 11.2.4 得K |= Bi(α→β)→(Biα→Biβ)。■ 

 

认知可能世界可以模拟成现实世界。 

11.2.7 定义  模拟  K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是框架。任给w∈W，框架 

K(w) = <o, W, U1(w),…, Un(w), R1,…, Rn> 

称为 w 的模拟框架。 

V 是 K 上赋值，构造 K(w)上的赋值 V(w)如下：任给命题变项 p，都有 

o∈V(w)(p) 当且仅当 w∈V(p)。 

任给 u∈W，u∈V(w)(p) 当且仅当 u∈V(p)， 

V(w) 称为w的模拟赋值。M(wi) = <K(w), V(w)> 称为w的模拟模型。 

 

11.2.8 引理  K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn>是框架，任给 1≤i≤n，任给w∈Ui，任给i-

公式 α，都有： 

(1) 任给 u∈W，都有 u∈V(w)(α) 当且仅当 u∈V(α)。 

(2) o∈V(w)(α) 当且仅当 w∈V(α)。 

证  (1) 显然。 

(2) 对 i-公式归纳证明。 

1. α 是命题变项，由定义直接可得。 

2. α = ¬β，则 o∈V(wi)(α) 当且仅当 o∈V(w)(¬β) 
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当且仅当 o∉V(w)(β) 当且仅当 w∉V(β) 

当且仅当 w∈V(¬β) 当且仅当 w∈V(α)。 

3. α = β→γ，则 o∈V(w)(α) 当且仅当 o∈V(w)(β→γ) 

当且仅当 o∉V(w)(β)或 o∈V(w)(γ) 

当且仅当 w∉V(β)或 w∈V(γ) 

当且仅当 w∈V(β→γ) 当且仅当 w∈V(α)。 

4. α = Biβ，则 o∈V(w)(α) 当且仅当o∈V(w)(Biβ) 

当且仅当 任给 u∈U(w)，都有 u∈V(w)(β) 

当且仅当 任给wRiu，都有u∈V(β) 

当且仅当wi∈V(Biβ) 当且仅当w∈V(α)。■ 

任给 K(w)上赋值 V′，任给 1≤i≤n，存在 K 上赋值 V，使得 V(w) = V′，所以任给 1≤i≤n，

K(w) 上的赋值都可以表示为 V(w)，其中 V 是 K 上的赋值。 

 

11.2.9 定理  K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是框架，则任给 1≤i≤n，都有K |= Biα 当

且仅当 任给w∈Ui，都有K(w) |= α。 

证  设K |= Biα，则任给K上赋值V，都有o∈V(Biα)，所以任给w∈Ui，都有w∈V(α)。 

任给w∈Ui，任给K(w)上赋值V(w)，由w∈V(α) 得o∈V(w)(α)。所以K(w) |= α。 

设任给w∈Ui，都有K(w) |= α，则任给w∈Ui，任给K(w)上赋值V(w)，都有o∈V(w)(α)。

任给K上赋值V，任给w∈Ui，由o∈V(w)(α) 得w∈V(α)。所以o∈V(Biα)，因此K |= Biα。■ 

 

11.2.10 定义  封闭框架类  Γ 是框架类，如果任给K∈Γ，任给w∈U1∪…∪Un，都有

K(w)∈Γ，则称 Γ 是封闭的框架类，简称 Γ 是封闭的。 

 

B是单主体认知逻辑，确定B-有效性的框架称为B-框架。如BD-框架就是持续框架，

BD+T-框架就是非空自返框架，B4+-框架就是闭的传递框架，等等。 

 

11.2.11 定义  K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn>是框架。任给 1≤i≤n，令Ki = <o, W, Ui, 

Ri>，B1,…, Bn是n个单主体认知逻辑，如果任给 1≤i≤n，Ki是Bi-框架，则称K是(B1,…, Bn)-
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框架。全体(B1,…, Bn)-框架组成的框架类称为(B1,…, Bn)-框架类。 

 

11.2.12 定理  任给n个单主体认知逻辑B1,…, Bn，(B1,…, Bn)-框架类是封闭。■ 

 

11.2.13 定理  Γ是封闭的框架类。如果任给K∈Γ，都有K |= α，则任给K∈Γ，都有K |= Biα。 

证  任给w∈Ui，由 Γ 的封闭性得K(w)∈Γ，由条件得K(w) |= α，由定理 11.2.9得K |= Biα。

■ 

 

和单主体认知逻辑类似，多主体认知逻辑的有效性也只对封闭的框架类定义。 

11.2.14 定义  有效  Γ 是封闭框架类。如果任给 K∈Γ，都有 K |= α，则称 α 是 Γ 有

效的。 

 

11.2.15 定理  Γ 是封闭框架类。 

(1) 重言式的代入是 Γ 有效的。 

(2) 如果 α 和 α→β 是 Γ 有效的，则 β 是 Γ 有效的。 

(3) 如果 α 是 Γ 有效的，则Biα 是 Γ 有效的。 

证  (1) (2) 见定理 11.2.6。 

(3) 见定理 11.2.13。■ 

 

11.2.16 定理  B1,…, Bn是单主体认知逻辑，Γ 是(B1,…, Bn)-框架类。则任给 1≤i≤n，

Bi公理是 Γ 有效的。 

证  任给K∈Γ，任给 1≤i≤n，如果 α 是Bi公理，则Ki |= Biα，由定理 11.2.4 得K |= Biα。

■ 

 

§11.3  基本系统 

 

由单主体逻辑系统复合成的多主体逻辑系统称为基本多主体逻辑系统，简称基本系统。 
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B1,…, Bn是n个单主体认知逻辑，基本系统B = (B1,…, Bn) 由以下公理和推演规则组

成： 

一、公理 

(0)重言式公理  重言式的代入。 

(1) B1的公理。 

┇ 

(n) Bn的公理。 

二、推演规则 

(1) 分离规则  从 α, α→β 得到 β。 

(2) 认知规则  从 α 得到Biα。 

如果B1,…, Bn是极小系统，则称B = (B1,…, Bn)为极小基本系统。 

 

证明和内定理的定义类似于单主体认知逻辑。 

11.3.1定义  证明序列  α1,…, αn是有限公式序列，如果 αi (1≤i≤n)满足以下条件之一： 

(1) αi是公理； 

(2) αi是由 αi之前的公式通过分离规则得到的； 

(3) αi是由 αi之前的公式通过认知规则得到的。 

则称α1,…, αn是证明序列，简称证明。 

11.3.2 定义  内定理  α 是公式。如果存在证明序列 α1,…, αn，使得 α = αn，则称 α 是

内定理，记为 |− α。α1,…, αn，称为 α 的证明序列。 

 

证明可以简化。有两个常用的简化方法 

(1) 已证的内定理可以像公理一样使用。 

(2) 已证的导出 (推演) 规则可以像推演规则一样使用。 

 

参考极小系统的证明，可以证明极小基本系统有以下的导出规则和内定理。(从而任何

基本系统都有这些推演规则和内定理)。 

11.3.3 定理 
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(1) 所有古典命题逻辑内定理的代入是内定理。 

(2) 合取分配律  |− B(α∧β)↔Bα∧Bβ。 

(3) 析取律  |− Bα∨Bβ→B(α∨β)。■ 

11.3.4 定理 

(1) 所有古典命题逻辑的导出规则都是导出规则。 

(2) 认知蕴涵规则  如果 |− α→β，则 |− Biα→Biβ。 

(3) 认知分离规则  如果 |− Biα 且 |− Bi(α→β)，则 |− Biβ。 

(4) 认知等值律  如果 |− α↔β，则 |− Biα↔Biβ。 

(5) 基本置换定理  如果 |− ψ↔ϕ，则 |− α↔α[ψ/ϕ]。 

(6) 认知合取规则  如果 |− B(α∧β)，则 |− Bα∧Bβ。 

(7) 认知析取规则  如果 |− Bα∨Bβ，则 |− B(α∨β)。■ 

 

可以用和单主体认知逻辑同样的方法将证明推广为推演。 

11.3.5 定义  推演  A是公式集。如果存在 α1,…, αn∈A，使得|−α1∧…∧αn→α，则称A

推出 α，记为A |−  α。在推演A |−  α 中，A称为前提集，α 称为A的推论。 

同样有以下基本性质。 

11.3.6 定理 

(1) 单调性  如果 A ⊆ B 且 A |−  α，则 B |−  α。特别地，如果 |−  α，则任给公式集 B，

都有 B |−  α。 

(2) 有限性  如果 A |−  α，则存在 A 的有限子集 B，使得 B |−  α。 

(3) 传递性  如果A |−  α1 ,…, A |−  αn ，且{α1 ,…, αn } |−  α，则A |−  α。 

(4) 演绎定理  A∪{α} |−  β当且仅当 A |−  α→β。 

(5) 切割定理  如果 A∪{α} |−  β且 A |−  α，则 A |−  β。 

(6) 分情况证明规则  如果 A∪{α} |−  γ且 A∪{β} |−  γ，则 A∪{α∨β} |−  γ。 

(7) 二难推理规则  如果 A∪{α} |−  γ且 A∪{¬α} |−  γ，则 A |−  γ。■ 

 

B = (B1,…, Bn)，全体(B1,…, Bn)-框架类所确定的有效性称为B-有效性。 

基本系统 B 对于 B-有效性有可靠性和完全性。 
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11.3.7 引理  基本系统 B 的公理是 B-有效的。 

证  公理 0 见定理 1.2.15(1)。任给 1≤i≤n，公理 i 见定理 1.2.16。■ 

11.3.8 引理  基本系统 B 的推演规则保持 B-有效性不变。 

证  见定理 1.2.15(2)(3)。■ 

11.3.9 定理  可靠性定理  如果 |−  α，则 α 是 B-有效的。 

证  设 α 的证明序列是 α1,…, αk，归纳证明任给 1≤i≤k，αi都是B-有效的。具体证明

可参考极小逻辑可靠性定理的证明。■ 

 

和谐、极大和谐的定义同单主体认知逻辑，它们也有类似的性质。 

11.3.10 定理  A 是和谐集，则 

(1) A 是不和谐的 当且仅当 任给公式β，都有 A |−  β。 

(2) A 是和谐的 当且仅当 A 的每个有限子集是和谐的。 

(3) A∪{¬α}是和谐的 当且仅当 A |−/  α。 

(4) A∪{α}是和谐的 当且仅当 A |−/  ¬α。■ 

 

11.3.11 定理  A 是极大和谐集，则 

(1) 推演封闭性  A 是推演封闭的，即任给公式 α，都有如果 A |−  α，则 α∈A。 

(2) ¬α∈A 当且仅当 α∉A。 

(3) α→β∈A 当且仅当 α∉A 或 β∈A。■ 

 

11.3.12 定理  任何和谐的公式集可以扩充为极大和谐的公式集。■ 

 

B是公式集，任给 1≤i≤n，令B−i = {α | Biα∈B}。 

11.3.13 定理  B是极大和谐集，如果Biα∉B，则存在极大和谐集A，使得B −i⊆ A且α∉A。 

证  先用反证法证B−i∪{¬α}和谐。设B−i∪{¬α}不和谐，则B−i |−  α，所以 

存在α1,…, αk∈B−i，使得 |−  α1∧…∧αn→α， 

所以 
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|−  Biα1∧…∧Biαk→Biα， 

所以 

存在Biα1,…, Biαk∈B，使得 |−  Biα1∧…∧Biαk→Biα， 

所以B |−  Biα，因此Biα∉B，矛盾。 

将B−i∪{¬α}扩充为极大和谐集A，就有B−i ⊆ A且¬α∈A，因此B−i ⊆ A且α∉A。■ 

 

11.3.14 定义  典范框架和典范模型  B = (B1,…, Bn) 是基本系统，A是极大和谐集。

令： 

(1) W = {u | u 是极大和谐集}； 

(2) 任给 1≤i≤n，Ri是W上的二元关系，满足：uRiv 当且仅当 u−i ⊆ v； 

(3) Ui = Ri(A) = {u | ARiu}； 

(4) o∉W， 

则K(A) = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn>是框架，称为B的相对于A的典范框架。 

在 B 的相对于 A 的典范框架 K(A) 取 V(A) 如下： 

任给 u∈W，u∈V(A)(p) 当且仅当 p∈u， 

o∈V(A)(p) 当且仅当 p∈A， 

则称 V(A)是 K(A)上的典范赋值，称 M(A) = <K(A), V(A)>是 B 的相对于 A 的典范模型。 

 

11.3.15 定理  M(A) = <K(A), V(A)> 是 B 的相对于 A 的典范模型，则任给公式 α，都

有 

(1) 任给 u∈W，u∈V(A)(α) 当且仅当 α∈u。 

(2) o∈V(A)(α) 当且仅当 α∈A。 

证  (1) 任给 u∈W，对α作归纳。 

1. α是命题变项，由定义直接可得。 

2 α = ¬β，则 

u∈V(A)(α) 当且仅当 u∈V(A)(¬β) 当且仅当 u∉V(A)(β) 

当且仅当 β∉u 当且仅当 ¬β∈u

当且仅当 α∈u。 
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3. α = β→γ，则 

u∈V(A)(α) 当且仅当 u∈V(A)(β→γ) 

当且仅当 u∉V(A)(β)或 u∈V(A)(γ) 

当且仅当 β∉u 或γ∈u 当且仅当 β→γ∈u 

当且仅当 α∈u。 

3. α = Biβ，则 

如果u∈V(A)(α)，则u∈V(A)(Biβ)，所以 

任给uRiv，都有v∈V(A)(β)， 

所以 

任给u−i ⊆ v，都有β∈v， 

由定理 11.3.14 得Biβ∈u，因此α∈u。 

如果α∈u，则Biβ∈u，所以β∈u−i，所以 

任给u−i ⊆ v，都有β∈v， 

所以 

任给uRiv，都有v∈V(A)(β)， 

所以u∈V(A)(Biβ)，因此u∈V(A)(α)。 

(2) 对 α 作归纳。 

1. α是命题变项，由定义直接可得。 

2 α = ¬β，则 

o∈V(A)(α) 当且仅当 o∈V(A)(¬β) 当且仅当 o∉V(A)(β) 

当且仅当 β∉A 当且仅当 ¬β∈A

当且仅当 α∈A。 

3. α = β→γ，则 

o∈V(A)(α) 当且仅当 o∈V(A)(β→γ) 

当且仅当 o∉V(A)(β)或 o∈V(A)(γ) 

当且仅当 β∉A 或γ∈A 当且仅当 β→γ∈A 

当且仅当 α∈A。 

3. α = Biβ，则 
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如果o∈V(A)(α)，则o∈V(A)(Biβ)，所以 

任给 u∈U，都有 v∈V(A)(β)， 

所以 

任给ARiu，都有u∈V(A)(β)， 

所以 

任给A−i ⊆ u，都有 β∈u， 

由定理 11.3.14 得 Biβ∈A，因此α∈A。 

如果α∈A，则Biβ∈A，所以 β∈A−i，所以 

任给A−i ⊆ u，都有 β∈u， 

所以 

任给ARiu，都有 β∈u， 

所以 

任给 u∈U，都有 u∈V(A)(β)， 

所以，o∈V(A)(Biβ)，因此o∈V(A)(α)。■ 

 

11.3.16 定理  M(A) = <K(A), V(A)>是 B 的相对于 A 的典范模型，则任给 α∈A，都有

M(A) |=  α。 

证  任给 α∈A，由定理 11.3.15 得 o∈V(A)(α)，所以 M(A) |=  α。■ 

 

11.3.17 定理  B = (B1,…, Bn)，K(A)是B的相对于A的典范模型，则任给 1≤i≤n，Ki(A)

是Bi的相对于A的典范框架。所以任给 1≤i≤n，Ki(A)是Bi-框架，因此K(A)是B-框架。■ 

 

11.3.18 定理  完全性  如果 α 是 B-有效的，则 |−α。 

证  证明如果 |−/  α，则 α 不是 B-有效的。 

如果如果 |−/  α，则{¬α}和谐，由定理 11.3.12 得存在极大和谐集 A，使得¬α∈A。取 B

的相对于 A 的典范模型 K(A)和典范模型 M(A)，则 M(A) |=  ¬α，所以 M(A) |=/  α，因此 K(A) 

|=/  α。又因为 K(A)是 B-框架，所以 α 不是 B-有效的。■ 
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§11.4  集体认知和民主原则 

 

集体认知指的是集体主体的认知。集体主体是具有一定内部组织关系的复杂的多主体

系统。集体主体首先是多主体的群体主体。民主原则的基本要义是少数服从多数。但究竟

什么是少数服从多数，又如何实行少数服从多数，有不同层次的具体办法或规定。这就是

一定组织关系的体现。一个实行民主原则的多主体系统就是一个集体主体。从研究的角度

看，可以对此分层，首先考虑简单群体主体，在此基础上，通过加入民主原则而形成一个

集体主体。正是出于这个思路，前面首先建立了基本多主体认知逻辑系统，下面在这个系

统的基础上讨论集体认知。本节讨论关于实行民主原则的集体主体的集体认知。 

在基本系统B = (B1,…, Bn) 中，Biα是i-公式，Bjα 是j-公式，如果i ≠ j，则 α 是纯客

观公式，所以在基本系统中，集体认知的对象只能是纯客观公式。 

因此，单主体认知逻辑系统的主观公理D, T, 4 在讨论集体认知中根本不起作用，客观

公理 4+也不起作用。这样，在讨论集体认知时用的单主体认知逻辑系统只能是极小系统B0和

客观无矛盾系统BD+。 

特别地，令B0 = (B0,…, B0)和BD = (BD+,…, BD+)，将BD中的 |−记为 |−D。 

另外，对于框架K来说，关系Ri不起作用，所以框架可以表示为 <o, W, U1,…, Un> 

 

11.4.1 定义  广义交和广义并  A 是有限公式集。定义∧A 是 A 中所有公式的交，定义

∨A 是 A 中所有公式的并。 

如果 π ⊆ {1,…, n}且| π | = k，则称 π 为 k-子集。 

11.4.2 定义  集体认知  α 是纯客观公式。 

(1) π 是{1,…, n}的子集，Bπα = ∧{Biα | i∈π}，称为 π 认知 α。 

(2) 1≤k≤n，B(k)α = ∨{Bπα | π是k-子集}，称为至少k个主体认知 α。 

 

Bπα 是合取式，B(k)α 是析取式，由合取和析取的性质和假言移位就能得到： 

11.4.3 定理 

(1) 如果i∈π，则 |−D  Bπα→Biα且 |−D  ¬Biα→¬Bπα。 

(2) 如果 π 是k-子集，则|−D  Bπα→B(k)α且 |−D  ¬B(k)α→¬Bπα。 
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如果 s≤k，则任意 s-子集总包含在某个 k-子集中，所以有： 

11.4.4 定理 

(1) 如果 τ ⊆ π，则 |−D  Bπα→Bτα。 

(2) 如果s≤k，则 |−D  B(k)α→B(s)α。■ 

 

¬B(k)α = ¬∨{Bπα | π是k-子集}，所以¬B(k)α 逻辑等价于∧{¬Bπα | π是k-子集}。 

B(k)α∧B(k)β = (∨{Bπα | π是k-子集})∧(∨{Bτβ | τ是k-子集}) 

所以B(k)α∧B(k)β逻辑等价于∨{Bπα∧Bτα | π, τ是k-子集}。更一般地有，B(k)α1∧…

∧B(k)αm-1逻辑等价于 

∨{Bπ1α1∧…∧Bπm-1αm-1 | π1,…, πm-1是k-子集}。 

¬B(k)α 逻辑等价于合取式，B(k)α1∧…∧B(k)αm-1逻辑等价于析取式，由后件合取和前件

析取规则得： 

11.4.5 定理 

(1) 如果任给k-子集π，都有 |−D  β→¬Bπα，则 

|−D  β→¬B(k)α。 

(2) 如果任给k-子集π1,…, πm-1，都有 

|−D Bπ1α1∧…∧Bπm-1αm-1→β， 

则 |−D  B(k)α1∧…∧B(k)αm-1→β。■ 

 

集体认知于单个认知主体的认知有许多不同之处。 

在BD中，任给不一致的公式 α1,…, αm，任给 1≤i≤n，因为α1∧…∧αm是矛盾式，所以 

|−D¬Bi(α1∧…∧αm)。由合取分配原则，¬Bi(α1∧…∧αm)等值于¬(Biα1∧…∧Biαm)，再由定

义置换，¬(Biα1∧…∧Biαm) 等值于Biα1∧…∧Biαm-1→¬Biαm。 

因此在在BD中有： 

11.4.6 定理  如果α1,…, αm是不一致的，则 |−D Biα1∧…∧Biαm-1→¬Biαm。■ 

 

但对于B(k)来说，类似的性质在一定的条件下才成立。 
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11.4.7 引理  如果k/n>m-1/m，则任给m个k-子集 π1,…, πm，都存在i，使得i∈π1,…, 

i∈πm。■ 

11.4.8 定理  弱一致性  如果k/n>m-1/m，则任给m个不一致的公式 α1,…, αm，都有 

|−D¬(B(k)α1∧…∧B(k)αm)。 

证  证明 |−D  B(k)α1∧…∧B(k)αm-1→¬B(k)αm。 

任给k-子集 π1,…, πm-1，任给k-子集 π，由引理 11.4.7 得 

存在i，使得i∈π1,…, i∈πm-1且i∈π， 

由定理 11.4.6 得 

|−D Biα1∧…∧Biαm-1→¬Biαm， 

由定理 11.4.3(1)和三段论得 

|−D Bπ1α1∧Bπm-1αm-1→¬Bπαm， 

由任给k-子集π，都有 |−D Bπ1α1∧Bπm-1αm-1→¬Bπαm和定理 11.4.5(1)得 

|−D Bπ1α1∧Bπm-1αm-1→¬B(k)αm， 

由任给k-子集π1,…, πm-1，都有 |−D Bπ1α1∧Bπm-1αm-1→¬B(k)αm和定理 11.4.5(2)得 

|−D B(k)α1∧…∧B(k)αm-1→¬B(k)αm。■ 

 

k/n>m-1/m是一致性成立的必要条件，如果k/n≤m-1/m，就不能有  |−D¬(B(k)α1∧…

∧B(k)αm)。 

 

11.4.9 定义  独立  α1,…, αm是m个纯客观公式。如果其中任何m-1 个公式和另一个公

式的否定的一致的，则称 α1,…, αm是独立的。 

α1,…, αm是独立的，当且仅当，α1,…, αm是不一致的，且其中任何m-1 个公式都是一致

的。 

如果 α1,…, αm是独立的，则任给 1≤j≤m，任给u∈W，存在赋值V，使得u∉V(αj) 且任

给i ≠ j，都有u∈V(αi)，V称为(u, j)-赋值。如果存在 1≤j≤m，使得V是(u, j)-赋值，则称V为

u-赋值。 

对于纯客观公式来说，赋值对于不同的可能世界的独立的，所以如果V1, V2是赋值，

u≠v，则存在V，使得在u上V和V1的表现是一样的，在v上V和V2的表现是一样的，即，任
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给公式α，u∈V(α) 当且仅当u∈V1(α)，v∈V(α) 当且仅当v∈V2(α)。 

任给u ≠ v，V1是u-赋值，V2是v-赋值，则存在赋值V，使得V既是u-赋值，又是v-赋值。 

最终，存在赋值V，使得任给u∈W，V都是u-赋值，V称为 α1,…, αm的特征赋值。V是 α1,…, 

αm的特征赋值的条件是：任给u∈W，存在 1≤j≤m，，使得u∉V(αj) 且任给i ≠ j，都有u∈V(αi)。 

我们考虑一个特殊的BD-框架K = <o, W, U1,…, Un>，其中W = {u1,…, un}，U1 = {u1},…, 

Un= {un}，u1,…, un两两不同。 

赋值V在公式α1,…, αm上的表现可以用以下表格直观地表示出来： 

 

V α1 … αj … αm

u1 t11 … t1j … t1m

┇ ┇ … ┇ … ┇

ui ti1 … tij … tim

┇ ┇ … ┇ … ┇

un tn1 … tnj … tnm

 

其中，tij是 0 或 1，tij = 1 当且仅当ui∈V(αj)。 

设 α1,…, αm是独立的。如果V是 α1,…, αm的特征赋值，则每一行中恰有一个 0，反之，

满足每一行中恰有一个 0 的任何tij的取值，都有相应的特征赋值。 

如果V是α1,…, αm的特征赋值，则每一行中恰有m-1 个 1，所以表中恰有n(m-1)个 1。适

当调整每一行中 0 的位置，使得每一列中 1 的个数尽量接近，最多相差 1。调整后每一列中

1 的个数≥n(m-1)/m的整数部分[n(m-1)/m]，也就是>(n(m-1)/m)-1。 

注意，任何调整都保持每一行中恰有一个 0，所以总是有相应的特征赋值。另外，j列

中 1 的个数就是集合{s | us∈V(αj)}的原元素个数 |{s | us∈V(αj)}|。因此有： 

11.4.10 引理  如果是 α1,…, αm是独立的，则存在 α1,…, αm的特征赋值V，使得任给

1≤j≤m，都有 |{s | us∈V(αj)}|>(n(m-1)/m)-1。■ 

在这个特殊的框架上，o∈V(Biαj)当且仅当ui∈V(αj)当且仅当i∈{s | us∈V(αj)}，所以有： 

11.4.11 引理  o∈V(Bπαj) 当且仅当 π ⊆ {s | us∈V(αj)}。■ 
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11.4.12 定理  如果k/n≤m-1/m，则存在BD-框架K，使得任给独立的公式 α1,…, αm，都

存在K上赋值V，使得 <K, V> |= B(k)α1∧…∧B(k)αm。 

证  取BD-框架K = <o, W, U1,…, Un>，其中W = {u1,…, un}，U1 = {u1},…, Un= {un}，u1,…, 

un两两不同。 

由引理 11.4.7 得存在赋值 V，使得任给 1≤j≤m，都有 

|{s | us∈V(αj)}|>(n(m-1)/m)-1≥(nk/n)-1≥k-1， 

所以任给 1≤j≤m，都有 |{s | us∈V(αj)}|≥k， 

任给 1≤j≤m，取k-子集π ⊆ {s | us∈V(αj)}，由引理 11.4.8 得o∈V(Bπαj)，所以o∈V(B(k)αj)。

因此o∈V(B(k)α1∧…∧B(k)αm)，即 <K, V> |= B(k)α1∧…∧B(k)αm。■ 

 

11.4.13 推论  如果k/n≤m-1/m，则任给独立的公式 α1,…, αm，都有： 

(1) 存在BD-框架K，使得K |=/  ¬(B(k)α1∧…∧B(k)αm)。 

(2) |–/ D ¬(B(k)α1∧…∧B(k)αm)。■ 

 

以下讨论集体认知和个体认知的关系。 

最主要的是少数服从多数的民主原则，也就是每个人服从多数的原则。 

k是多数的意思是k/n>1/2，这时每个人服从多数的原则就表示为：任给 1≤i≤n，任给

公式 α，都有B(k)α→Biα。 

取掉 k/n>1/2 的限制，任给 1≤k≤n，我们定义 k-原则如下： 

任给公式 α，任给 1≤i≤n，都有B(k)α→Biα。 

因为B(n)α = B1α∧…∧Bnα，所以n原则是重言式。因此以下讨论k-原则时，都假设k<n。

当然，有些结果对k = n也成立。 

在BD上加上k-原则公理：B(k)α→Biα，1≤i≤n，得到的多主体认知逻辑系统称为k-系统，

记为B(k)，B(k)中的 |−记为 |− (k)。 

 

以下讨论B(k)的系统性质。首先需要定义B(k)-框架和B(k)-有效性。 

11.4.14 定义  k-性质和 k-框架 

(1) K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是框架。如果任给k-子集π，任给 1≤i≤n，都有Ui ⊆ 
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∪{Us | s∈π}，则称K有k-性质。 

(2) Γ 是 K 生成的封闭框架类。如果 Γ 中的每个框架都有 k-性质，则称 K 是 k-框架。 

非空的持续的k-框架称为B(k)-框架。B(k)-框架是存在的。任给 1≤i≤n，取Ui = {a}，Ri = 

{<a, a>}，则K的任何模拟框架都是K本身，所以K生成的封闭框架类是{K}，而K有k-性质，

因此K是k-框架。显然K非空的和持续的。 

 

全体B(k)-框架确定的有效性称为B(k)-有效性。k-系统B(k)对于B(k)-有效性有可靠性。 

11.4.15 引理  k-原则公理是B(k)-有效的。 

证  任给非空的持续的k-框架K，任给K上赋值V，如果o∈V(B(k)α)，则 

存在k-子集π，使得o∈V(Bπα)， 

所以 

任给s∈π，都有o∈V(Bsα)， 

所以 

任给s∈π，都有Us ⊆ V(α)， 

所以 

∪{Us | s∈π} ⊆ V(α)， 

任给 1≤i≤n，由Ui ⊆ ∪{Us | s∈π}得 

Ui ⊆ V(α)，所以o∈V(Biα)， 

因此o∈V(B(k)α→Biα)。■ 

 

11.4.16 定理  可靠性定理  如果 |− (k)α，则α是B(k)-有效的。 

证  设 α 的证明序列是 α1,…, αm，归纳证明任给 1≤i≤m，αi都是B(k)-有效的。具体

证明可参考极小逻辑可靠性定理的证明。■ 

 

虽然可以和基本性质一样定义和谐、极大和谐、典范框架和典范模型等概念，而且对

于典范模型 M(A) = <K(A), V(A)>也有类似的性质： 

(1) 任给 u∈W，u∈V(A)(α) 当且仅当 α∈u。 
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(2) o∈V(A)(α) 当且仅当 α∈A。 

(3) 任给 α∈A，都有 M(A) |=  α。 

但我们无法证明典范框架K(A)是B(k)-框架，所以从典范模型没法得到k-系统B(k)对于

B(k)-有效性有完全性。 

如果k-系统B(k)对于B(k)-有效性有完全性，则有两种方法可供选择。一是进一步分析极

大和谐集的性质，证明典范框架K(A)是B(k)-框架；二是将广义模态逻辑中证明完全性的其

它方法移植到B(k) 中。 

如果k-系统B(k) 对于B(k)-有效性没有完全性，则有两种修改的方法可供选择。一是进一

步分析极大和谐集的性质，证明典范框架K(A) 是B(k)-框架；二是将广义模态逻辑中证明完

全性的其它方法移植到B(k) 中。 

k-原则是说个人服从至少k个人的意见，而弱k-原则是说个人不反对至少k个人的意见。

形式表示为：任给 1≤i≤n，任给公式α，都有B(k)α→¬Bi¬α。 

在BD上加上弱k-原则公理：B(k)α→¬Bi¬α，1≤i≤n，得到的多主体认知逻辑系统称为

弱k-系统，记为B(k*)，B(k*)中的 |−记为 |− (k*)。 

 

以下讨论B(k*) 的系统性质。首先需要定义B(k*)-框架和B(k*)-有效性。 

11.4.17 定义  弱 k-性质和弱 k-框架 

(1) K = <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn>是框架。如果任给k-子集π，任给 1≤i≤n，都有

Ui∩∪{Us | s∈π} ≠ ∅，则称K有弱k-性质。 

(2) Γ 是K生成的封闭框架类。如果 Γ 中的每个框架都有弱k-性质，则称K是弱k-框架。

非空持续的弱k-框架称为B(k*)-框架。 

如果任给 1≤i≤n，都有Ui都是非空的，则从Ui ⊆ ∪{Us | s∈π}能得到Ui∩∪{Us | s∈π} ≠ 

∅，因此任何B(k)-框架都是B(k*)-框架。 

不是B(k)-框架的B(k*)-框架是存在的，取a, b1,…, bn两两不同，任给 1≤i≤n，取Ui = {a, bi}，

Ri是Ui上的全关系，则K是B(k*)-框架但不是B(k)-框架。 

 

全体B(k*)-框架确定的有效性称为B(k*)-有效性。弱k-系统B(k*)对于B(k)-有效性有可靠性。 

11.4.18 引理  弱k-原则公理是B(k*)-有效的。 

 251



证  任给非空的持续的弱k-框架K，任给K上赋值V，如果o∈V(B(k)α)，则 

存在k-子集π，使得o∈V(Bπα)， 

所以 

任给s∈π，都有o∈V(Bsα)， 

所以 

任给s∈π，都有Us ⊆ V(α)， 

所以 

∪{Us | s∈π} ⊆ V(α)， 

任给 1≤i≤n，由Ui∩∪{Us | s∈π} ≠ ∅得 

Ui∩V(α) ≠ ∅， 

所以 

存在u∈Ui，使得u∉V(¬α) 

所以 

o∉V(Bi¬α)， 

因此o∈V(B(k)α→¬Bi¬α)。■ 

 

11.4.18 定理  可靠性定理  如果 |− (k*)α，则α是B(k*)-有效的。 

证  设α的证明序列是α1,…, αm，归纳证明任给 1≤i≤m，αi都是B(k*)-有效的。具体证

明可参考极小逻辑可靠性定理的证明。■ 

 

和B(k)类似，B(k*)的完全性有待进一步讨论。 

 

§11.5  权威主义 

 

权威也是认知主体，是在认知过程中与其它认知主体有不同性质的认知主体。权威有

两种，一种是个人权威，一种是集体权威。首先讨论个人权威。 
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在一般的多主体认知逻辑的形式语言中加上一个新的(权威的)认知模态算子 A，就得到

刻画个人权威的多主体认知逻辑的形式语言。 

认知中的权威就是：他的认定也是每个认知主体的认定，所以权威主义原则的形式表

示是：任给 1≤i≤n，任给公式 α，都有Aα→Biα。 

设关于A的单主体认知逻辑是A，在基本系统B = (B1,…, Bn)中，加上A的公理和权威主

义原则公理 

Aα→Biα，1≤i≤n， 

得到的系统称为权威主义系统，记为(A, B)。 

和讨论集体认知类似，因为在权威主义原则公理Aα→Biα 中，α 一定是纯客观公式，

所以在权威主义系统(A, B)中，每个Bi是极小系统B0或客观无矛盾系统BD+，A也只能是极

小系统A0和客观无矛盾系统AD+。 

我们还假定除权威外，每个认知主体的性质的一样的，所以B是B0或BD，因此我们仅

讨论以下四种权威主义系统： 

(A0, B0), (A0, BD), (AD+, B0) 和 (AD+, BD)。 

注意到权威主义原则公理Aα→Biα 和Bi的D+ 公理可以推出A的D+ 公理，所以 (A0, BD) 

= (AD+, BD)，因此我们所讨论的权威主义系统实际上只有三种。 

虽然A的D+公理在 (AD+, BD) 中不独立，但为了表明A的D+ 公理在 (AD+, BD) 成立，此

系统记为 (AD+, BD) 而不记为 (A0, BD)。 

将 (A0, B0), (AD+, B0) 和 (AD+, BD) 中的 |−分别记为 |− 0，|−D , 0和 |−D。 

 

以下讨论 (A, B) 的系统性质，为了加以区别，将相对于 A 的认知世界和认知通达关系

分别记为 T 和 S。 

11.5.1 定义  权威性质和权威框架 

(1) K = <o, W, T, U1,…, Un, S, R1,…, Rn> 是框架。如果任给 1≤i≤n，都有Ui ⊆ T，则称

K有权威性质。 

(2) Γ 是 K 生成的封闭框架类。如果 Γ 中的每个框架都有权威性质，则称 K 是权威框

架。 
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11.5.2 定义  (A, B)-框架 

K = <o, W, T, U1,…, Un, S, R1,…, Rn> 是权威框架，(A, B) 是权威主义系统。 

如果 <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是B-框架且 <o, W, T, S > 是A-框架，则称K是 (A, 

B)-框架。全体 (A, B)-框架组成的框架类称为 (A, B)-框架类。 

 

(AD+, BD)-框架是存在的，取T = {a}，S = {<a, a>}，任给 1≤i≤n，取Ui = {a}，Ri = {<a, 

a>}，则K的任何模拟框架都是K本身，所以K生成的封闭框架类是{K}，而K有权威性质，

因此K是权威框架。因为T非空，任给 1≤i≤n，Ui非空，所以然K是 (AD+, BD)-框架。 

注意 (AD+, BD)-框架也是 (A0, BD)-框架和 (A0, B0)-框架，所以对于我们所讨论的三种

权威主义系统 (A, B) 来说，(A, B)-框架都是存在。 

 

全体 (A, B)-框架确定的有效性称为 (A, B)-有效性。 

11.5.3 引理  权威主义公理是 (A, B)-有效的。 

证  任给 (A, B)-框架 K，任给 K 上赋值 V，如果 o∈V(Aα)，则 

T ⊆ V(α)， 

任给 1≤i≤n，由Ui ⊆ T得 

Ui ⊆ V(α)， 

所以 

o∈V(Biα)， 

因此o∈V(Aα→Biα)。■ 

 

11.5.4 定理  可靠性定理 

(1) 如果 |− 0α，则 α 是 (A0, B0)-有效的。 

(2) 如果 |− 0, D α，则 α 是 (A0, BD)-有效的。 

(3) 如果 |−Dα，则 α 是 (AD+, BD)-有效的。 

证  (1) 设 α 的证明序列是 α1,…, αm，归纳证明任给 1≤i≤m，αi都是 (A0, B0)-有效

的。具体证明可参考极小逻辑可靠性定理的证明。 

(2) (3) 同 (1)。■ 
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虽然也可以定义 (A, B) 的典范框架和典范模型，但我们无法证明典范框架是 (A, B)-

框架，所以从典范模型没法得到权威主义系统 (A, B) 对于 (A, B)-有效性有完全性。 

 

权威主义原则是说个人服从权威的意见，而弱权威主义原则是说个人不反对权威的意

见。形式表示为：任给 1≤i≤n，任给公式 α，都有Aα→¬Bi¬α。 

 

在权威主义系统 (A, B) 中将权威主义公理改为弱权威主义公理，就得到的相应的弱权

威主义系统 (A, B)*，特别地有 (A0, B0)*, (AD+, B0)* 和 (AD+, BD)*，相应的推理记为|− 0 *，

|−D , 0 *和 |−D *。 

 

以下讨论 (A, B)*的系统性质。 

11.5.5 定义  弱权威性质和弱权威框架 

(1) K = <o, W, T, U1,…, Un, S, R1,…, Rn> 是框架。如果任给 1≤i≤n，都有Ui∩T ≠ ∅，

则称K有弱权威性质。 

(2) Γ 是 K 生成的封闭框架类。如果 Γ 中的每个框架都有弱权威性质，则称 K 是权威

框架。 

 

11.5.6 定义  (A, B)*-框架 

K = <o, W, T, U1,…, Un, S, R1,…, Rn> 是弱权威框架，(A, B)*是弱权威主义系统。 

如果 <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是B-框架且 <o, W, T, S > 是A-框架，则称K是 (A, 

B)*-框架。全体 (A, B)*-框架组成的框架类称为 (A, B)*-框架类。 

 

(AD+, BD)-框架也是 (AD+, BD)*-框架，因为任给 1≤i≤n，Ui都是非空的，所以从Ui ⊆ T

能得到Ui∩T ≠ ∅。 

不是 (AD+, BD)-框架的 (AD+, BD)*-框架是存在的，取a, b1,…, bn两两不同，取T = {a}，

S = {<a, a>}，任给 1≤i≤n，取Ui = {a, bi}，Ri是Ui上的全关系，则K是 (AD+, BD)*-框架但不 

(AD+, BD)-框架。 
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全体 (A, B)*-框架确定的有效性称 (A, B)*-有效性。 

 

11.5.7 引理  弱权威主义公理是 (A, B)*-有效的。 

证  任给 (A, B)*-框架 K，任给 K 上赋值 V，如果 o∈V(Aα)，则 

T ⊆ V(α)， 

任给 1≤i≤n，由Ui∩T ≠ ∅得 

Ui∩V(α)≠ ∅， 

所以 

存在u∈Ui，使得u∉V(¬α) 

所以 

o∉V(Bi¬α)， 

所以 

o∈V(¬Bi¬α)， 

因此o∈V(Aα→¬Bi¬α)。■ 

 

11.5.8 定理  可靠性定理 

(1) 如果 |− 0*α，则α是(A0, B0)*-有效的。 

(2) 如果 |− 0, D* α，则α是(A0, BD)*-有效的。 

(3) 如果 |−D*α，则α是(AD+, BD)*-有效的。 

证  同定理 11.5.4。■ 

 

和权威主义系统类似，弱权威主义系统的完全性有待进一步讨论。 

现在讨论集体权威。 

在集体权威的多主体认知逻辑的形式语言中，有m个刻画权威的认知模态算子A1,…, 

Am，n个刻画群众的认知模态算子B1,…, Bn。在权威内部由k-原则确定认定，对于群众，服

从权威所认定的。因此k-权威主义原则的形式表示是： 

任给 1≤i≤n，任给公式α，都有A(k)α→Biα。 

A = (A1,…, An)是关于权威的基本系统，B = (B1,…, Bn)是关于群众的基本系统，它们的
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公理加上k-权威主义公理 

A(k)α→Biα，1≤i≤n， 

得到的系统称为k-权威主义系统，记为(A, B)(k)。 

和个人权威主义系统类似，在k-权威主义系统 (A, B)(k)中，每个Bi是极小系统B0或客观

无矛盾系统BD+，每个Ai也只能是极小系统A0和客观无矛盾系统AD+。 

将 (A, B)(k)中的 |−记为 |− (k)。 

 

以下讨论(A, B)(k)的系统性质，为了加以区别，将相对于Ai的认知世界和认知通达关系

分别记为Ti和Si。 

11.5.9 定义  k-权威性质和 k-权威框架 

(1) K = <o, W, T1,…, Tm, U1,…, Un, S1,…, Sm, R1,…, Rn> 是框架。如果任给k-子集 π，任

给 1≤i≤n，都有Ui ⊆ ∪{Ts | s∈π}，则称K有k-权威性质。 

(2) Γ 是 K 生成的封闭框架类。如果 Γ 中的每个框架都有 k-权威性质，则称 K 是 k-

权威框架。 

 

11.5.10 定义  (A, B)(k)-框架 

K = <o, W, T1,…, Tm, U1,…, Un, S1,…, Sm, R1,…, Rn> 是k-权威框架，(A, B)(k) 是k-权威主

义系统。如果 

(1) <o, W, T1,…, Tm, S1,…, Sm> 是A-框架； 

(2) <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是B-框架； 

则称K是 (A, B)(k)-框架。全体 (A, B)(k)-框架组成的框架类称为 (A, B)(k)-框架类。 

 

(AD, BD)(k)-框架是存在的。任给 1≤j≤m，取 

Tj = {a}，Sj = {<a, a>}， 

任给 1≤i≤n，取 

Ui = {a}，Ri = {<a, a>}， 

则K的任何模拟框架都是K本身，所以K生成的封闭框架类是{K}，而K有k-权威性质，因此

K是k-权威框架。因为任给 1≤j≤m，Tj非空，任给 1≤i≤n，Ui非空，所以K是(AD, BD)(k)-框
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架。 

注意 (AD+, BD)(k)-框架也是 (A, B)(k)-框架，所以任意 (A, B)(k)-框架都是存在的。 

 

全体 (A, B)(k)-框架确定的有效性称为 (A, B)(k)-有效性。 

11.5.11 引理  k-权威主义公理是 (A, B)(k)-有效的。 

证  任给 (A, B)(k)-框架K，任给K上赋值V，如果o∈V(A(k)α)，则存在k-子集 π，使得

o∈V(Aπα)，所以 

任给s∈π，都有o∈V(Asα)， 

所以 

任给s∈π，都有Ts ⊆ V(α)， 

所以 

∪{Ts | s∈π} ⊆ V(α) 

任给 1≤i≤n，由Ui ⊆ ∪{Ts | s∈π}得 

Ui ⊆ V(α) 

所以 

o∈V(Biα) 

因此o∈V(A(k)α→Biα)。■ 

 

11.5.12 定理  可靠性定理  如果 |− (k)α，则 α 是 (A, B)(k)-有效的。 

证  设 α 的证明序列是 α1,…, αt，归纳证明任给 1≤i≤t，αi都是(A, B)(k)-有效的。具

体证明可参考极小逻辑可靠性定理的证明。■ 

 

虽然也可以定义 (A, B)(k)的典范框架和典范模型，但我们无法证明典范框架是 (A, 

B)(k)-框架，所以从典范模型没法得到k-权威主义系统 (A, B (k)对于 (A, B)(k)-有效性有完全

性。 

集体权威主义也有弱原则，弱k-权威主义原则的形式表示为：任给 1≤i≤n，任给公式α，

都有A(k)α→¬Bi¬α。 

在k-权威主义系统(A, B)(k) 中将k-权威主义公理改为弱k-权威主义公理，就得到的相应
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的弱k-权威主义系统(A, B)(k*)。 

将(A, B)(k*) 中的推理记为|− (k*)。 

 

以下讨论 (A, B)(k*) 的系统性质。 

11.5.13 定义  弱 k-权威性质和弱 k-权威框架 

(1) K = <o, W, T1,…, Tm, U1,…, Un, S1,…, Sm, R1,…, Rn> 是框架。如果任给k-子集 π，任

给 1≤i≤n，都有Ui∩∪{Ts | s∈π}≠∅，则称K有弱k-权威性质。 

(2) Γ 是 K 生成的封闭框架类。如果 Γ 中的每个框架都有弱 k-权威性质，则称 K 是弱

k-权威框架。 

 

11.5.14 定义  (A, B)(k*)-框架 

K = <o, W, T1,…, Tm, U1,…, Un, S1,…, Sm, R1,…, Rn> 是弱k-权威框架，(A, B)(k*)是弱k-

权威主义系统。如果 

(1) <o, W, T1,…, Tm, S1,…, Sm> 是A-框架； 

(2) <o, W, U1,…, Un, R1,…, Rn> 是B-框架； 

则称K是(A, B)(k*)-框架。全体 (A, B)(k*)-框架组成的框架类称为 (A, B)(k*)-框架类。 

 

(AD, BD)(k)-框架也是 (AD, BD)(k*)-框架，因为任给 1≤i≤n，Ui都是非空的，所以从 

Ui ⊆ ∪{Ts | s∈π} 

能得到Ui∩∪{Ts | s∈π} ≠∅。 

取a, b1,…, bn两两不同，取T = {a}，S = {<a, a>}，任给 1≤i≤n，取Ui = {a, bi}，Ri是Ui上

的全关系，则K是 (AD+, BD)*-框架，但不是 (AD+, BD)-框架。 

 

(AD, BD)(k)-框架的(AD, BD)(k*)-框架是存在的，取a, b1,…, bn两两不同，任给 1≤j≤m，取 

Tj = {a}，Sj = {<a, a>}， 

任给 1≤i≤n，取 

Ui = {a, bi}，Ri是Ui上的全关系， 
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则K是 (AD, BD)(k*)-框架但不是 (AD, BD)(k)-框架。 

 

全体 (A, B)(k*)-框架确定的有效性称 (A, B)(k*)-有效性。 

11.5.15 引理  弱k-权威主义公理是 (A, B)(k*)-有效的。 

证  任给 (A, B)(k*)-框架K，任给K上赋值V，如果 

 o∈V(A(k)α)  

则存在k-子集π，使得o∈V(Aπα)，所以，任给s∈π，都有 

 o∈V(Asα) 

所以， 

 任给s∈π，都有Ts ⊆ V(α)， 

所以 

 ∪{Ts | s∈π} ⊆ V(α)， 

任给 1≤i≤n，由Ui∩∪{Ts | s∈π} ≠ ∅ 得 

 Ui∩V(α) ≠ ∅， 

所以 

 o∉V(Bi¬α)， 

所以 

 o∈V(¬Bi¬α)， 

因此o∈V(A(k)α→¬Bi¬α)。■ 

 

11.5.12 定理  可靠性定理  如果 |− (k*)α，则α是(A, B)(k*)-有效的。 

证  设 α 的证明序列是 α1,…, αt，归纳证明任给 1≤i≤t，αi都是(A, B)(k*)-有效的。具

体证明可参考极小逻辑可靠性定理的证明。■ 

 

和 k-权威主义系统类似，弱 k-权威主义系统的完全性有待进一步研究。 
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第十二章 

集体认定的逻辑 

 

 

本章专门讨论集体主体认知的一种重要类型——集体认定。集体认定是从人们的社会

实践中抽象出来的一种集体主体认知。这种集体主体认知有两个特点：一是明确以认定真

作为命题的真值，而不是事实真；二是在集体认定中，个人的认定是隐蔽的。因此，对集

体认定就不能采用一般的可能世界语义学。对此我们以多值语义为基础，构造了集体认定

逻辑的语义。也因为个人的认定是隐蔽的，所以无法讨论集体认定和个人认定的关系，只

能讨论集体认定的本身。 

本章共分四节。§12.1 中讨论集体认定逻辑主要特点和处理方法，并引进集体认定逻

辑的形式语言。§12.2 讨论建立集体认定逻辑语义的基础，一类特殊的多值逻辑。§12.3

建立集体认定逻辑的语义解释，并讨论在这种语义解释下，集体认定逻辑的几种特别的性

质。§12.4 建立一些特殊的集体认定逻辑系统，特别的刻画少数服从多数原则的民主系统。 

 

§12.1  集体认定逻辑的特点 

 

集体认定是一种特殊的集体认知，集体认定是按一定的规则，综合集体中每个人的意

见，对命题的一种断定。法律审判中的陪审员制度，社会政治生活中的选举、决议等都是

集体认定的典型例子。 
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在前两章中用个体认知来定义集体认知的方法，用来处理集体认定这种类型的集体认

知是不行的。 

一、在集体认定中，关于个人的认知的信息是不完整的，大多数情况下，我们只知道

最终的集体认定，而对于形成集体认知的个人认知是不知道的。 

二、我们需要的也是最终的集体认定，而并不需要形成集体认定的个人认知，有时必

须不知道。 

我们需要有一种新方法处理集体认定。集体认定逻辑的形式语言是由命题逻辑的形式

语言加上认定算子所组成，具体如下： 

一、初始符号 

(1) 命题变项  r1,…, rn……； 

(2) 命题联结词 ~、∩； 

(3) 公式联结词 ¬、∧； 

(4) 认定算子 F 

(5) 括号  )，( 。 

二、形成规则 

(1) 命题  用 α, β, γ 等表示 

1.1 命题变项是命题； 

1.2 如果 α 是命题，则 ~α 是命题； 

1.3 如果 α, β 命题，则 α∩β 是命题。 

(2) 公式  用 A, B, C 等表示 

2.1 如果 α 是命题，则 F(α)是公式； 

2.2 如果 A 是公式，则¬A 是公式； 

2.3 如果 A, B 是公式，则 (A∧B) 是公式。 

命题的代入和置换如下： 

12.1.1 定义  代入  α, ϕ1,…, ϕn是命题，p1,…, pn是命题变项。α(ϕ1/p1,…, ϕn/pn)(在 α

中将 βi代入pi) 归纳定义如下： 

βi 如果α = pi
(1) α 是命题变项，α(ϕ1/p1,…, ϕn/pn) = 

α 如果α ≠ pi ；
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(2) α = ~β，则 α(ϕ1/p1,…, ϕn/pn) = ~(β(ϕ1/p1,…, ϕn/pn))； 

(3) α = β∩γ，则 

α(ϕ1/p1,…, ϕn/pn) = β(ϕ1/p1,…, ϕn/pn)∩γ(ϕ1/p1,…, ϕn/pn)。 

 

12.1.2 定义  置换  α, ϕ, ψ 是公式。α[ψ/ϕ] (在 α 中将 ψ 置换 ϕ) 归纳定义如下： 

(1) ϕ 不是 α 的子公式，则 α[ψ/ϕ] = α； 

(2) ϕ 是 α 的子公式，则 

2.1 α = ϕ，则 α[ψ/ϕ] = ψ 

2.2 α = ~β，则 α[ψ/ϕ] = ~(β[ψ/ϕ])； 

2.3 α = β∩γ，则 α[ψ/ϕ] = β[ψ/ϕ]∩γ[ψ/ϕ]。 

 

形如 F(α) 的公式称为原子公式，直观意义是集体认定 α。用定义引进公式联结词∨、

∧和 ↔ 如下： 

(1) (A∨B) =df ¬(¬A∧¬B)。 

(2) (A→B) =df ¬(A∧¬B)。 

(3) (A↔B) =df ((A→B)∧(B→A))。 

 

对于公式只有置换。 

12.1.3 定义  置换  A, D, E 是公式。A[E/D](在 A 中将 ψ 置换 ϕ)归纳定义如下： 

(1) ϕ 不是 A 的子公式，则 A[E/D] = A； 

(2) ϕ 是 A 的子公式，则 

2.1 A = D，则 A[E/D] = E 

2.2 A = ¬E，则 A[E/D] = ¬(B[E/D])； 

2.3 A = B∧C，则 A[E/D] = B[E/D]∧C[ψ/ϕ]。 

 

集体认定的原则有两类。 

个人认定的原则 

(1) 有限性。个人对被认定的命题的态度只有有限种。 
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由(1)，个人对被认定的命题的态度模式可用某个(有限的)多值逻辑 D 来表示，这种多

值逻辑称为态度逻辑。 

(2) 拟古典逻辑性。个人对于被认定的命题的态度中至少包括“同意”和“反对”两种，

且这两种态度满足古典逻辑规律。 

(3) 无矛盾原则。不能同意矛盾式，不能反对重言式。 

“同意”和“反对”两种态度称为明确的，其它态度称为不明确的。 

(4) 明确原则。如果对每个支命题的态度都是不明确的，则对复合命题的态度也是不明

确的。 

(5) 保守原则。只有既同意α又同意β才同意α∩β。 

(6) 谨慎原则。只有反对α或反对β才反对α∩β。 

注意同意 α∩β 和反对 α∩β 有一个显著的区别：保守原则的反面也成立，即有，如果

既同意 α 又同意 β 则同意 α∩β。谨慎原则的反面不一定成立，所以在有些态度逻辑中，

从反对 α 或反对 β 并不能得到反对 α∩β。 

 

集体认定的原则 

(1) 有限性。作出集体认定的集体中的人数是有限的。 

(2) 数量性。这个原则来源于“无记名投票”，作出集体认定的根据是同意的人数，而

不管是谁同意。 

由 (1) 和 (2)，我们并不需要一个具体的人的集合，而只需要一个自然数──作出集体

认定的集体的总人数，这个数记为 n。 

因为个人的态度模式可以不一样，所以还需要n个态度逻辑D1,…, Dn。 

(3) 单调性。如果有 k 个人同意时作出了集体认定，则多于 k 个人同意时也必定作出了

集体认定。 

由 (3)，我们还需要另一个自然数──作出集体认定时同意人数的最小数，这个数记为

k。只要同意的人数大于等于 k，就意味着作出了集体认定。 

(4) 非退化性。至少有一个人同意时才能作出集体认定。形式地说，也就是要求 k≥1。 

 

我们首先根据个人认定的原则，一般地讨论刻画个人认定态度的一类多值逻辑——态
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度逻辑。它是建立集体认定逻辑语义学的基础。然后根据集体认定的原则，建立集体认定

逻辑的语义学，这种语义学不是可能世界语义学，有其比较独特的性质。其中，特别有用

的是只和数量有关，而和个人的态度无关的性质。因为在建立集体认定的机制时，我们只

能控制人数，总人数和同意的人数，即以上讨论的 n 和 k，而无法控制个人的态度。 

接着讨论几种重要的集体认定逻辑，重点讨论刻画“少数服从多数”原则的集体认定

逻辑——民主逻辑。 

最后，将这种直接刻画的集体认知和前两章中由个人认知定义的集体认知加以比较，

讨论它们在理论上和应用上的区别。 

 

§12.2  态度逻辑 

 

态度逻辑是一类特殊的多值逻辑。它们有相同的形式语言。 

一、初始符号 

(1) 命题变项  r1,…, rn……； 

(2) 命题联结词 ~、∩。 

二、形成规则 

(1) 命题变项是命题； 

(2) 如果 α 是命题，则 ~α 是命题； 

(3) 如果 α, β 是命题，则 α∩β 是命题。 

这种形式语言中缺乏析取和蕴涵，但对于刻画产生集体认定的个人态度来说，已经足

够了。 

 

我们首先在这种语言中定义一般的多值逻辑。 

12.2.1 定义  多值逻辑  D = <R, f, g>，如果 D 满足： 

(1) R 是基数大于 1 的有限集， 

(2) f 是 R 上的一元函数， 

(3) g 是 R 上的二元函数， 
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则称 D 是一个 (有限) 多值逻辑。 

R 中的元素称为 (广义的) 真值。 

设R = {a1,…, an}，可以用列举函数值的方法刻画函数f和g，所以一个多值逻辑D可以用

以下两张表 (D是真值表) 来刻画： 

 

f  g a1 … an

a1 f(a1)  a1 G(a1, a1) … g(an, a1) 

┆ ┆  ┆ ┆ … ┆ 

an f(an )  an G(a1, an 

) 

… g(an, an ) 

 

12.2.2 例  古典逻辑 P 是多值逻辑，它有两个真值 1 和 0，集合{1, 0}特记为 T，它的真

值表如下： 

f  g 1 0 

1 0  1 1 0 

0 1  0 0 0 

 

12.2.3 例  Bochvar 三值逻辑 B 和 Kleene 三值逻辑都是多值逻辑。 

B 有三个真值 1, 0 和 u，它的真值表如下： 

 

f  G 1 0 u 

1 0  1 1 0 u 

0 1  0 0 0 u 

u u  U u u u 

 

K 有三个真值 1, 0 和 1/2，它的真值表如下： 
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f  G 1 0 1/2

1 0  1 1 0 1/2

0 1  0 0 0 0 

1/2 1/2  1/2 1/2 0 1/2

 

12.2.4 定义  赋值  D = <R, f, g>是多值逻辑，V 是全体命题的集合到 R 的映射，如果

V 满足： 

(1) V(~α) = f(V(α))， 

(2) V(α∩β) = g(V(α),V(β))， 

则称 V 是 D 上的一个赋值。 

 

12.2.5 定义  重言式和矛盾式  α 是命题。 

(1) 如果任给 P 上赋值 V，都有 V(α) = 1，则称 α 是重言式。 

(2) 如果任给 P 上赋值 V，都有 V(α) = 0，则称 α 是矛盾式。 

12.2.6 定义  一致  α1,…, αm是m个命题。如果存在P上赋值V，使得V(α1) = 1,…, V(αm) 

= 1，则称α1,…, αm是一致的。否则称为不一致的。 

显然，α1,…, αm是不一致的当且仅当 ~(α1∩…∩αm) 是矛盾式。 

 

12.2.7 定义  独立  α1,…, αm是m个命题。如果其中任何m-1 个命题和另一个命题的否

定是一致的，则称 α1,…, αm是独立的。 

 

12.2.8 定理  α1,…, αm是m个独立的命题，则任给 1≤j≤m，都存在P上赋值V，使得 

1 如果 i ≠ j  

V(αi) =  
0 如果 i = j。■ 

 

12.2.9 定义  扩充  D1 = <R1, f1, g1> 和D2 = <R2, f2, g2> 都是多值逻辑。如果D1和D2满

足： 
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(1) D2 ⊆ D1， 

(2) f1 | R2 = f2， 

(3) g1 | R2 = g2， 

则称D1是D2的扩充。 

如果D1是D2的扩充，则D2上的赋值也是D1上的赋值。 

 

个人认定有 6 条原则，满足这 6 条原则的多值逻辑称为态度逻辑。 

12.2.10 定义  态度逻辑  D = <R, f, g> 是多值逻辑，如果 D 满足： 

(1) D 是古典逻辑 P 的扩充， 

(2) f 和 g 对于 R \ T 是封闭的， 

(3) 任给重言式 α，任给赋值 V，都有 V(α) ≠ 0， 

(4) 任给矛盾式 α，任给赋值 V，都有 V(α) ≠ 1， 

(5) 任给公式 α, β，任给赋值 V，如果 V(α∩β) = 1，则 V(α) = 1 且 V(β) = 1， 

(6) 任给公式 α, β，任给赋值 V，如果 V(α∩β) = 0，则 V(α) = 0 或 V(β) = 0， 

则称 D 是一个态度逻辑。 

条件 (1) 对应拟古典逻辑性，条件 (2) 对应明确原则，条件 (3) 和 (4) 对应无矛盾原

则，条件 (5) 对应保守原则，条件 (6) 对应谨慎原则。 

12.2.11 例  Bochvar 三值逻辑 B 和 Kleen 三值逻辑都是态度逻辑。 

 

态度逻辑有以下性质。 

12.2.12 定理  D = <R, f, g>是态度逻辑，则 

(1) P 上的赋值也是 D 上的赋值。 

(2) 如果 α1,…, αm是一致的，则存在D上赋值V，使得V(α1) = 1,…, V(αm) = 1。 

(3) 如果 α1,…, αm是不一致的，则不存在D上赋值V，使得V(α1) = 1,…, V(αm) = 1。 

(4) 如果 α1,…, αm是不一致的，则则任给 1≤j≤m，都存在D上赋值V，使得 

1 如果 i ≠ j  

V(αi) =  
0 如果 i = j。 

证  (1) 因为 D 是 P 的扩充。 
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(2) 由一致的定义和 (1)。 

(3) 如果 α1,…, αm是不一致的，则~(α1∩…∩αm) 是矛盾式，由态度逻辑的条件 (4) 得， 

不存在D上赋值V，使得V(~(α1∩…∩αm)) = 1， 

所以 

不存在D上赋值V，使得V(α1) = 1,…, V(αm) = 1。 

(4) 由定理 12.2.8 和(1)。■ 

定理 12.2.12 中的赋值(4)称为α1,…, αm的特征赋值。 

 

§12.3  集体认定逻辑的语义 

 

集体认定具有有限性、数量性、单调性和非退化性。根据这些原则，我们需要用满足

1≤k≤n 的两个自然数，n 个态度逻辑来刻画集体认定。 

12.3.1 定义  框架  K = <k, n, D1,…, Dn>，如果K满足： 

(1) 1≤k≤n， 

(2) 任给 1≤i≤n，Di都是态度逻辑。 

则称 K 是框架。 

12.3.2 定义  赋值  K = <k, n, D1,…, Dn> 是框架，K上一个赋值是 σ = <V1,…, Vn>，其

中任给 1≤i≤n，Vi是Di上赋值。 

公式在 σ 下的值(t 或 f)归纳定义如下： 

t 如果 | {i | Vi(α) = 1} |≥k 
(1) σ(F(α)) = 

f 如果 | {i | Vi(α) = 1} |<k，

 

t 如果 σ(A) = f 
(2) σ(¬A) = 

f 如果 σ(A) = t，

 

t 如果 σ(A) = t 且 σ(A) = t 
(3) σ(A∧B) = 

f 如果 σ(A) = f 或 σ(A) = f，
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12.3.3 定义  满足 

(1) K 是框架。如果任给 K 上赋值 σ，都有σ(A) = t，则称 K 满足 A，记为 K |= A。 

(2) Γ 是框架类。如果任给 K∈Γ，都有 K 满足 A，则称 Γ 满足 A，记为Γ |= A。 

 

在以下的讨论中，都设K = <k, n, D1,…, Dn>，K上赋值简称为赋值。 

与人数有关，与每个人的态度模式无关的性质称为集体认定逻辑的数量特征，它们可

以用与n, k有关，与 <D1,…, Dn> 无关的公式来表示。 

 

12.3.3 定义  α1,…, αm是命题，σ = <V1,…, Vn> 是赋值。 

(1) 任给 1≤i≤n，令ai(σ, α1,…, αm) = | {j | Vi(αj) = 1} |。 

(2) 任给 1≤j≤m，令bj(σ, α1,…, αm) = | {i | Vi(αj) = 1} |。 

(3) 令a(σ, α1,…, αm) = a1(σ, α1,…, αm)+…+an(σ, α1,…, αm)， 

b(σ, α1,…, αm) = b1(σ, α1,…, αm)+…+bk(σ, α1,…, αm)。 

 

对于命题 α1,…, αm和赋值 σ = <V1,…, Vn>，我们构造以下表格(称为α1,…, αm , σ 的特

征表)： 

 

 V1 … Vi … Vn

α1 V1(α1) … Vi(α1) … Vn(α1) 

┆ ┆  ┆   

αj V1(αj) … Vi(αj) … Vn(αj) 

┆ ┆  ┆   

αm V1(αm) … Vi(αm) … Vn(αm) 

 

ai(σ, α1,…, αm) 就是第i列中 1 的个数，bj(σ, α1,…, αm) 就是第j行中 1 的个数。这样a(σ, 

α1,…, αm) 和b(σ, α1,…, αm) 都是表中 1 的个数，所以a(σ, α1,…, αm) 和b(σ, α1,…, αm)相等。 

由赋值的条件可知：σ(F(αj)) = t就是 | {i | Vi(αj) = 1} |≥k，也就是bj(σ, α1,…, αm)≥k。 
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所以有： 

12.3.4 引理  α1,…, αm是命题，σ = <V1,…, Vn> 是赋值。 

(1) a(σ, α1,…, αm) = b(σ, α1,…, αm)。 

(2) 任给 1≤j≤m，σ(F(αj)) = t当且仅当bj(σ, α1,…, αm)≥k。■ 

 

如果α1,…, αm是不一致的命题，则任给 1≤i≤n，都存在 1≤j≤m，使得Vi(αj) ≠ 1，因此

有： 

12.3.5 引理  α1,…, αm是不一致的命题，则任给 1≤i≤n，都有ai(σ, α1,…, αm)≤m−1。■ 

 

12.3.6 定义  α1,…, αm是独立的命题。如果任给 1≤i≤n，Vi都是 α1,…, αm的特征赋值，

则称赋值 σ = <V1,…, Vn> 是 α1,…, αm的特征赋值。 

 

如果 σ 是α1,…, αm的特征赋值，则在α1,…, αm , σ 的特征表中，每一列都是m−1 个 1

和一个 0。反之，如果在α1,…, αm , σ的特征表中，每一列都是m−1 个 1 和一个 0，则σ是α1,…, 

αm的特征赋值。 

σ 是α1,…, αm的特征赋值，在 α1,…, αm , σ 的特征表中，将某一行中的某个 0 和某个 1

对调，就得到 α1,…, αm , τ 的特征表，其中 τ 是另外一个特征赋值。而特征表中 1 的总数

不变。 

我们可以如此不断地调整 0 和 1 的位置，使得每一列 1 的总个数的差别达到最小 (0 或

1)，这样每一列 1 的总个数就大于 1 的平均数 (n(m−1)/m) 减 1。 

 

12.3.7 引理  α1,…, αm是独立的命题，则存在赋值 σ，使得任给 1≤j≤m，都有 

bj(σ, α1,…, αm)>(n(m−1)/m)−1。 

证  取 α1,…, αm的特征赋值 ρ，则在 α1,…, αm , ρ 的特征表中，1 的总个数b(σ, α1,…, 

αm) = n(m−1)。所以 1 对于行的平均数是n(m−1)/m。 

如果存在 1≤j≤m，使得 

bj(σ, α1,…, αm)≤(n(m−1)/m)−1， 

则存在 1≤s≤m，使得 
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bs(σ, α1,…, αm)≥(n(m−1)/m)+1， 

所以存在 1≤i≤m，使得Vi(αs) = 1 且Vi(αj) = 0。 

取V′i使得V′i(αs) = 0 且V′i(αj) = 1，其它同Vi，则V′i也是特征赋值，将V′i代替Vi得到赋

值τ(也是特征赋值)，就有 

bs(τ, α1,…, αm)>(n(m−1)/m)−1， 

bj(τ, α1,…, αm)>bj(ρ, α1,…, αm)， 

这样在保证bs>(n(m−1)/m)−1 的前提下，使得bj增大。多次使用这样的方法，可以使

bj>(n(m−1)/m)−1。 

对另外的≤(n(m−1)/m)−1 的bj，用同样的方法，最终得到特征赋值 σ，使得任给 1≤j≤m，

都有 

bj(σ, α1,…, αm)>(n(m−1)/m)−1。■ 

 

12.3.8 定理  任给m≥1，任给m个独立的不一致的命题 α1,…, αm，都有K |= ¬(F(α1)∧…

∧F(αm)) 当且仅当k/n>(m−1)/m。 

证  设k/n>(m−1)/m，证明K |= ¬(F(α1)∧…∧F(αm))。 

任给赋值 σ，任给 1≤i≤n，由 α1,…, αk是不一致的得 

ai(σ, α1,…, αm)≤m−1， 

所以 

a(σ, α1,…, αm)≤n(m−1)， 

由b(σ, α1,…, αm) = a(σ, α1,…, αm)得 

b1(σ, α1,…, αm)+…+bk(σ, α1,…, αm)≤n(m−1)， 

所以存在 1≤j≤m，使得 

bj(σ, α1,…, αm)≤n(m−1)/m<k， 

由引理 12.3.4(2)得 

σ(F(αj)) = f， 

因此σ(¬(F(α1)∧…∧F(αk))) = t。 

设(m−1)/m≤k/n，证明存在赋值σ，使得σ(¬(F(α1)∧…∧F(αk))) = f。 

因为 α1,…, αm是独立的，所以由引理 12.3.7 得存在赋值 σ，使得任给 1≤j≤k，都有 
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bj(σ, α1,…, αm)>(n(m−1)/m)−1 = k−1。 

所以任给 1≤j≤m，都有 

bj≥k， 

由引理 12.3.4(2)得任给 1≤j≤m，都有 

σ(F(αj)) = t， 

因此σ(¬(F(α1)∧…∧F(αm))) = f。■ 

 

12.3.9 推论 

(1) 如果k = n，则任给m≥1，任给m个独立的不一致的命题 α1,…, αm，都有K |= 

¬(F(α1)∧…∧F(αm))。 

(2) 如果k<n，则存在m≥1，使得任给m个独立的不一致的命题 α1,…, αm，都有K |=/  

¬(F(α1)∧…∧F(αm))。 

 

12.3.10 定义  α1,…, αm是命题，σ = <V1,…, Vn>是赋值。 

(1) 任给 1≤j≤m，令 βj = α1∧…∧αj−1∧αj+1∧…∧αm。 

(2) 任给 1≤j≤m，令Fm(α1,…, αm) = F(β1)∧…∧F(βm)。 

(3) 令c(σ, α1,…, αm) = | {i | Vi(α1∧…∧αm) = 1} |。 

(4) 任给 1≤j≤m，令dj = | {i | Vi(βj) = 1 且Vi(α1∧…∧αm) = 0} |。 

 

12.3.11 引理  α1,…, αm是命题，σ = <V1,…, Vn>是赋值。 

(1) c(σ, α1,…, αm)+d1(σ, α1,…, αm)+…+dm(σ, α1,…, αm)≤n。 

(2) σ(F(α1∧…∧αm)) = t当且仅当c(σ, α1,…, αm)≥k。 

(3) 任给 1≤j≤m，σ(F(βj)) = t，当且仅当c(σ, α1,…, αm)+dj(σ, α1,…, αm)≥k。 

(4) σ(Fk(α1,…, αk)) = t，当且仅当，任给 1≤j≤m，c(σ, α1,…, αm)+dj(σ, α1,…, αm)≥k。 

(5) 如果α1,…, αk是独立的和一致的，则任给满足u+v1+…+vm = n的u, v1,…, vm，都存在

赋值 σ，使得 

c(σ, α1,…, αm) = u,  

d1(σ, α1,…, αm) = v1,…, dk(σ, α1,…, αm) = vk。■ 
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12.3.12 定理  任给m≥2，任给m个独立的一致的命题 α1,…, αm，都有 

K |= Fm(α1,…, αm)→F(α1∧…∧αm)，当且仅当，n−k<m−1。 

证  设n−k<m−1，证明任给赋值 σ，如果σ(Fm(α1,…, αm)) = t，则σ(F(α1∧…∧αm)) = t。 

如果 σ(Fk(α1,…, αk)) = t，则由引理 12.3.11(4) 得 

任给 1≤j≤m，都有c(σ, α1,…, αm)+dj(σ, α1,…, αm)≥k， 

由引理 12.3.11(1)得 

c(σ, α1,…, αm)+d1(σ, α1,…, αm)+…+dk(σ, α1,…, αm)≤n<m−1+k 

所以 

存在 1≤j≤k，使得dj(σ, α1,…, αm) = 0， 

所以 

c(σ, α1,…, αm)≥k， 

由引理 12.3.11(2) 得 σ(F(α1∧…∧αk)) = t。 

设n−k≥m−1，证明存在赋值 σ，使得 σ(F(α1∧…∧αk)) = f且 σ(Fk(α1,…, αk)) = t。 

取u = k−1, v1 = 1,…, vm−1 = 1, vm = n−k−m+2≥1，由引理 12.3.11(5)得存在赋值σ，使得 

c(σ, α1,…, αm) = u， 

d1(σ, α1,…, αm) = v1,…, dm(σ, α1,…, αm) = vm， 

所以存在赋值σ，使得 

d1(σ, α1,…, αm) = k−1<k， 

任给 1≤j≤m，都有dj(σ, α1,…, αm) ≥1， 

所以 

任给 1≤j≤m，都有c(σ, α1,…, αm)+dj(σ, α1,…, αm)≥k， 

由引理 12.3.11(2) 得 

σ(F(α1∧…∧αk)) = f 

由引理 12.3.11(4)得 

σ(Fk(α1,…, αk)) = t。■ 
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§12.4  民主逻辑 

 

12.4.1 定义  逻辑  L 是一个公式集，如果存在框架类Γ，使得 

A∈L 当且仅当 Γ |= A， 

则称 L 是由Γ所确定的集体认定逻辑，简称逻辑。 

 

12.4.2 定义  逻辑有效和逻辑等价  L 是逻辑。 

(1) 如果 A∈L，则称 A 是 L-逻辑有效的，简称 L-有效。 

(2) 如果 A↔B∈L，则称 A 和 B 逻辑等价，简称 L-等价。 

 

由所有框架的框架类所确定的逻辑称为极小逻辑，极小逻辑记为L0，它体现了集体认

定逻辑最普遍的规律。 

 

12.4.3 定理  极小逻辑L0有以下性质。 

(1) 个人无矛盾原则  如果 α 是矛盾式，则¬F(α) 是L0-有效的。 

(2) 合取原则  F(α∩β)→F(α)∧F(β) 是L0-有效的。 

(3) 弱等价原则   

F(~~α) 和F(α) L0-等价， 

F(α∩β) 和F(β∩α) L0-等价， 

F((α∩β)∩γ) 和F(α∩(β∩γ)) L0-等价。 

证  (1) 设 α 是矛盾式，证明任给框架K，任给K上赋值 σ = <V1,…, Vn>，都有 σ(¬F(α)) 

= t。 

因为 α 是矛盾式，所以任给 1≤i≤n，都有Vi(α) ≠ 1，所以 σ(F(α)) = f，因此 σ(¬F(α)) 

= t。 

(2) 任给框架K，任给K上赋值σ = <V1,…, Vn>，证明如果σ(F(α∩β)) = t，则σ(F(α)∧F(β)) 

= t。 

如果 σ(F(α∩β)) = t，则 | {i | Vi(α∩β) = 1} |≥k，所以 

| {i | Vi(α) = 1} |≥k且 | {i | Vi(β) = 1} |≥k 
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所以 

σ(F(α)) = t 且σ(F(β)) = t。 

因此σ(F(α)∧F(β)) = t。 

(3) 任给框架K，任给K上赋值σ = <V1,…, Vn>，都有 

σ(F(~~α)) = t 当且仅当 | {i | Vi(~~α) = 1} |≥k 

当且仅当 | {i | Vi(α) = 1} |≥k 

当且仅当 σ(F(α)) = t。 

σ(F(α∩β)) = t 当且仅当 | {i | Vi(α∩β) = 1} |≥k 

当且仅当 | {i | Vi(β∩α) = 1} |≥k 

当且仅当 σ(F(β∩α)) = t。 

σ(F(α∩β)∩γ)) = t 当且仅当 | {i | Vi(α∩β)∩γ) = 1} |≥k 

当且仅当 | {i | Vi(α∩(β∩γ)) = 1} |≥k 

当且仅当 σ(F(α∩(β∩γ))) = t。■ 

 

12.4.4 定义  (D, λ)-框架  K = <k, n, D1,…, Dn>是框架，λ>0，D是态度逻辑。如果K满

足： 

(1) k/n>λ， 

(2) 任给 1≤k≤n，都有Di = D， 

则称 K 是(D, λ)-框架。 

(D, λ)-框架简记为 K = <k, n, D>。 

 

12.4.5 定义  (D, λ)-逻辑  由全体(D, λ)-框架所确定的逻辑称为(D, λ)-逻辑。 

对于λ>0，存在唯一的 m，使得(m−1)/m≤λ<m/(m+1)，m 称为(D, λ)-逻辑的特征值。 

 

(D, λ)-逻辑有弱无矛盾原则。 

12.4.5 定理  弱无矛盾原则  L 是(D, λ)-逻辑，m 是其特征值，则 

(1) 任给m个独立的不一致的命题α1,…, αm， 

¬(F(α1)∧…∧F(αm)) 
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都是 L-有效的。 

(2) 任给m个独立的不一致的命题α1,…, αm， 

¬(F(α1)∧…∧F(αm+1)) 

都不是 L-有效的。 

证  (1) 任给(D, λ)-框架 K，都有 k/n>λ≥(m−1)/m，由定理 12.3.8 得 

K |= ¬(F(α1)∧…∧F(αm))。 

因此¬(F(α1)∧…∧F(αm))是L-有效的。 

(2) 取框架 K = <m, m+1, D>，因为 m/(m+1)>λ，所以 K 是 (D, λ)-框架，由

m/(m+1)≤((m+1)-1)/(m+1)和定理 12.3.8 得 

K |=/  ¬(F(α1)∧…∧F(αm+1))。 

因此¬(F(α1)∧…∧F(αm+1))不是L-有效的。■ 

 

(D, 1/2)-逻辑称为 D-民主逻辑。(因为 k/n>1/2 体现了“少数服从多数”的民主原则)。 

D-民主逻辑记为LD。D-民主逻辑最重要的是D是二值或三值态度逻辑。因为t的意义是

同意，f的意义是反对，第三值的意义自然就是弃权。 

二值逻辑只有一个古典逻辑 P，它用于没有弃权的场合。 

三值逻辑用于有弃权的场合，典型代表的 B 和 K。我们从认知角度讨论集体认定，弃

权的意义是对于命题的不理解。 

由态度逻辑的定义可知，同意合取命题的性质是一样的，差别在于反对合取命题时的

态度不一样。 

B 是谨慎态度，不理解的情况下不表态。K 是积极态度，只要有一个命题反对就反对合

取命题。 

 

以下详细讨论P-民主逻辑LP，它的框架简记为<k, n>，称为LP-框架。P-民主逻辑有更好

的性质。 

12.4.6 定理 

(1) 重言式原则  如果α是重言式，则F(α)是LP-有效的。 

(2) 等价原则  如果α↔β是重言式，则F(α)和F(β)LP-等价。 
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(3) 化归原则  F(~α)和¬F(α)LP-等价。 

证  (1) 任给LP-框架K，任给K上赋值σ = <V1,…, Vn>，由α是重言式得 

任给 1≤i≤n，都有Vi(α) = 1， 

所以 

| {i | Vi(α) = 1} | = n≥k， 

因此σ(F(α)) = t。 

(2) 任给LP-框架K，任给K上赋值σ = <V1,…, Vn>，由α↔β是重言式得 

任给 1≤i≤n，都有Vi(α) = Vi(β)， 

所以 

| {i | Vi(α) = 1} | = | {i | Vi(β) = 1} |， 

所以 

σ(F(α)) = t 当且仅当σ(F(β)) = t， 

因此F(α)和F(β)LP-等价。 

(3) 任给LP-框架K，任给K上赋值σ = <V1,…, Vn>，证明：σ(F(~α)) = t当且仅当σ(F(α)) = 

f。 

如果σ(F(~α)) = t，则 

| {i | Vi(~α) = 1} |≥k， 

所以 

| {i | Vi(α) = 1} | = n−k<k， 

因此σ(F(α)) = f。 

如果σ(F(α)) = f，则 

| {i | Vi(α) = 1} |<k， 

所以 

| {i | Vi(~α) = 1} | = n−k≥k， 

因此σ(F(~α)) = t。■ 

 

12.4.7 定义  范式 

(1) A = ¬F(α1)∧…∧¬F(αs)称为简单析取。 
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(2) B = B1∧…∧Bm，如果每个Bi都是简单析取，则称B为合取范式。 

 

12.4.8 定理  范式存在定理  任给公式 A，存在合取范式 B，使得 A 和 B 等价。 

证  将公式 A 中形如 F(α)的子公式看作命题变项，用古典命题逻辑的方法将其化为古

典命题逻辑的合取范式。 

注意，这时 F(α)并不一定以¬F(α)形式出现，也可以以 F(α)形式出现。将以 F(α)形式出

现的 F(α)用等价原则化归为 F(~~α)，再用化归原则化归为¬F(~α)。■ 

 

12.4.9 定理  合取范式 B 是有效的当且仅当它的每个合取支是有效的。■ 

 

¬F(α1)∨…∨¬F(αs)是简单析取，其中有m个不同的命题变项，所以对α1,…, αs而言，有

t = 2m个不同的古典赋值V1,…, Vt。任给 1≤i≤s，任给 1≤j≤t，令aij = Vj(αi)。 

12.4.10 引理  σ = <V1,…, Vn> 是框架 <k, n>上的赋值，任给 1≤j≤t，令uj = | {i | Vi = 

Vj}|。则 

(1) u1+…+ut = n。 

任给 1≤i≤s，都有 

(2) ai1u1+…+aitut = | {l | Vl(αi) = 1} |。 

(3) σ(¬F(αi)) = f当且仅当ai1u1+…+aitut≥k。 

(4) 如果σ(¬F(αi)) = f，则 2(ai1u1+…+aitut)>(u1+…+ut)。■ 

 

12.4.11 定理  如果¬F(α1)∨…∨¬F(αs)不是有效的，则不等式方程组 

2(a11x1+…+a1txt)>(x1+…+xt) 

┆ 

2(as1x1+…+astxt)>(x1+…+xt) 

有非负整数解。 

证  由引理 12.4.10(3)。■ 

 

12.4.11 定理  如果不等式方程组 
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2(a11x1+…+a1txt)>(x1+…+xt) 

┆ 

2(as1x1+…+astxt)>(x1+…+xt) 

有非负整数解，则¬F(α1)∨…∨¬F(αs)不是有效的。 

证  设u1,…,ut是一组解，令 

n = u1+…+ut， 

k = min{ai1u1+…+aitut | 1≤i≤s}， 

则k/n>1/2，因此<k, n>是LP-框架。 

取u1个V1,…, ut个Vt，构成<k, n>的一个赋值σ。任给 1≤i≤s，由ai1u1+…+aitut≥m得 

σ(¬F(αi)) = f。 

因此σ(¬F(α1)∨…∨¬F(αs)) = f。■ 

 

方程组 

2(a11x1+…+a1txt)>(x1+…+xt) 

┆ 

2(as1x1+…+astxt)>(x1+…+xt) 

等价于方程组 

(2a11−1)x1+…+(2a1t−1)xt)>0 

┆ 

(2as1−1)x1+…+(2ast−1)xt)>0 

这样，简单民主逻辑的判定问题就化归为整系数齐次不等式方程组 

b11x1+…+b1txt)>0 

┆ 

bs1x1+…+bstxt)>0 

是否有非负整数解的判定问题。这个问题是可判定的，所以： 

 

12.4.12 定理  P-民主逻辑是可判定的。■ 
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